Chapitre 12. Suites réelles et complexes

1 Convergence
1.1 Définition
Définition 1.1. Soit u € RN une suite réelle.

% Soit I € R. On dit que u converge (ou tend) vers [ siVe > 0,IN € N :Vn > N, |u, — 1| < ¢

Dans ce cas, onnote u, ——— louu — lou lim u, =1
n—+o0 n—+oo

* On dit que u diverge si elle ne converge vers aucun/ € R

1.2 Premiéres propriétés

Uy —_— l
Proposition 1.2 (Unicité de la limite). Soit u € RN. Soit/,I’ € R tels que nheo

Mn —_— l/
n—+00

Alors =1

Proposition 1.3. Soitu € RN et/ € R
Onau, —— 1 < |uy—1| — 0
n——+o0 n—oo

Proposition 1.4. Toute suite convergente est bornée.

Lemme 1.5. Toute suite bornée a partir d’un certain rang (apcr) est bornée.

Proposition 1.6 (Caractere asymptotique de la limite).

La convergence d’une suite ne dépend pas de ses premiers termes.

Plus précisément, soit u, v € RN égales apcr.

Alors u converge si et seulement si v converge. Si c’est le cas, nETw u, = lim vy,

n— o0

1.3 Limites et inégalités

Théoréme 1.7 (Passage a la limite dans les inégalités larges).

Soitu,v € RN et ], € R tels que uy, leto, I'.On suppose Vn € N, u, < v,
n—-+oo n—-+o0
Alors <1’

Théoréeme 1.8 (R* est ouvert). Soit u € RN telle que Uy T> I>0
n [ee]
Alors u est strictement positive apcr, cad IN € N : Vn > N, u,, >0

1.4 Limite infinie
Définition 1.9. Soit u € RN
* On dit que u tend (ou diverge) vers +0siVA € R, GN € N:Vn > N, u, > A
Dans ce cas, on note u,, ——— +ocoouu — +ocoou lim u, = +o
+o0 n—+o00

n—

* On dit que u tend (ou diverge) vers —cosiVA € R, AN €IN:Vn > N, u, < A

Définition 1.10. La droite numérique achevée est I'ensemble R = R U {—o0; 00}

Proposition 1.11 (Unicité de la limite dans R). Soitn € RN et/,I’ € R tels que uy, — letu, —= I
n (e n o0
Alorsl =1



2 Théoremes de convergence

2.1 Opérations

On munit R d’une addition et d’une multiplication "partielles", cad qu’elles ne sont pas définies pour tous

les couples d’éléments de R

+ —00 beR 400
—00 —00 —00 X
a€eR —o00 a+b 400
+00 X +00 +00
X —o0 beR™ 0 b e Ry +o0
—0o0 +o0 +o0 X —0o0 —0o0
aeR: ~+o00 ab 0 ab —o00
0 X 0 0 0 X
a e Ry —00 ab 0 ab +00
+o0 —0o0 —o0 X +o0 +o0
U, —> 1 € R
Théoreme 2.1. Soit u,v € RN telles que ~ etAeR
v, — b €R

x Ona |u,| —— |l
n——+00
% SiA € R*, Auy — Al
n—r—+4o00
x Sil; + I, est bien définie, u, + v, T Lh+1
n (ee]

x Silql, est bien définie, u,v,, — 11>
n—+o0

u bornée
Lemme 2.2. Soit u,v € RN telles que
vy ——— 400

n—-+oo
Alors u, + v, —— +o0
n—r—+o00
u bornée
Lemme 2.3. Soit u,v € RN telles que
v, —— 0
X—r+00

Alors uyv, — 0
n—+oo

Théoréme 2.4. Soit u € RN qui ne s’annule pas.

x* Siu, ——1¢€ ]R*,alorsui ey %
n—r+00 n n—+00

x Siu, —— +oo, alors ui — 0
n——+400 T n—4oo

* Siuy, —— O0etqueVn € N, uy >0,alorsui — Jo
n——+00 n n—+00

2.2 Théoréme de la limite monotone

Théoreme 2.5. Soit u € RN croissante.

* Siu est majorée, elle converge : on peut trouver / € RR tel que

* Siu n’est pas majorée, alors u, ——— +o0
n—+00

Soit u € RN décroissante.
* Siu est minorée, il existe | € R tel que

* Siu n’est pas minorée, alors u, ——— —oo
n——+oo



Définition 2.6 (Suites adjacentes). Soit u,v € RN. On dit que u et v sont adjacents si :
* u croit et v décroit.

* Uy — Uy — 0
n—+oo

Théoréme 2.7 (des suites adjacentes). Soit u,v € RN deux suites adjacentes.

Alors u et v convergent (et leurs limites sont égales).

Corollaire 2.8 (Théoréme des segments emboités). Soit ([a,, bu]),cp Une suite de segments (non vides)

emboités, cad telle que Vn € N, [a,+1,b,+1] C [an, bn]. On suppose en outre b, — a, —+> 0
n——+oo

Alors (0 [an, by| est un singleton.
neN

2.3 Théoremes de minoration, de majoration, d’encadrement

Théoréme 2.9 (d’encadrement / des gendarmes). Soit u,v,w € RN, € R telles que

VneN, u, <v, <wy,

Uy ——— I, wy ——— 1
n——+o00 n—+o00

Alors v, ——— |
n——+oo

Corollaire 2.10. Soit u,h € RN, ] € R telles que:

Vn €N, |u, — 1] < hy,

h, —— 0
n——+o0o

Alors u,, — 1
n—r—+o0o

Théoréme 2.11 (de minoration). Soit 11,7 € RN telles que Vn € N, u, < vy etuy —+> +o0
n——+oo

Alors v, —— +o©
n——+0o

Théoréme 2.12 (de majoration). Soit u,v € RN telles queVn € N, u, <v,etv, —— —o

n— 400
Alors u,, ——— —o0
n——+o00

2.4 Théoréme de Cesaro

Théoréme 2.13. Soitu € RN et! € R tels que u, —— |
n—-+o0

n
Soit (cn)neN = (nil kEO ”k)

Alors ¢, —— 1
nelN nerteo

Corollaire 2.14 (Lemme de I'escalier). Soit u € RN telle que Uy — Uy —+> leR
n——+oo

Alors 22— |
n—+0o

3 Suites extraites

3.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 3.1.
* Une extractrice est une fonction ¢ : N — IN strictement croissante.

s Soit u € RN, Une suite extrictrice (ou une sous-suite) de u est une suite de la forme (u "’(k)>k N
€

Proposition 3.2. Soit u € RN et/ € R tels que uy o I. Soit ¢ une extractrice.
n——+00

Alors 1) m I



Lemme 3.3. Vk € N, (k) > k

Proposition 3.4. Soitu € RN et € R tels que upy — letupp g —— 1
k—+o0 k—+o00

Alors u, —— 1
n—+00

3.2 Construction de sous-suites particulieres

Proposition 3.5. Soit u € RN une suite non majorée.

Alors il existe une extractrice ¢ telle que u (k) ———

¢ k—+o0

Proposition 3.6. Soit u € RN, ()N € (]Ri)]N et] € R tels que u, or I
n o]

Alors il existe une extractrice ¢ telle que Yk € IN,

Uo(k) — l‘ < &

3.3 Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Théoréme 3.7 (Bolzano-Weierstrass). Toute suite réelle bornée admet une sous-suite convergente.

3.4 Valeurs d’adhérence

Définition 3.8. Soit u € RN

Unréel ] € R est une valeur d’adhérence de u il existe une extractrice ¢ telle que 1) k—> I
—>+00

Proposition 3.9. Une suite bornée possédant une unique valeur d’adhérence converge.

Définition 3.10. Soit u € RN bornée. On définit :

* La limite supérieure de u, notée limsup(u) (ou lim supu, ou lim u,)
n—-+oo n——+oo

limsup(u) = nngrrl SL>1p up =sup{u, | p>n} (= inf sgp Uy)
Zn p=n

* La limite inférieure de #, notée liminf(u) (ou lim infu, ou lim uy,)
_— n—s+oco n=—+o00

liminf(u) = ngrﬂw ;rzlfl up =inf{up | p = n} (= :2]1131 ;Izlfq up)

Proposition 3.11. Soit u € RN bornée.
 limsup(u) est la plus grande valeur d’adhérence de u
« liminf(u) est la plus petite valeur d’adhérence de u
* La suite u converge si et seulement si lim sup () = liminf(u)

4 Caractérisation séquentielle

4.1 Caractérisation séquentielle de ’adhérence

Proposition 4.1. Soit A C Retx € R

Alors x € A si et seulement s'il existe une suite (a,),en € AN telle que a, —+> x
n—-—+o0o

Corollaire 4.2. Soit A C IR non vide et majorée et S € R
Alors S = sup(A) ssi S majore A et il existe (a,),en € AN telle que a, — S
n [ee]



4.2 Caractérisation séquentielle de la densité

On sait déja qu’une partie A C R est dense ssi A = R. On obtient la caractérisation suivante :

Proposition 4.3. Soit A C R.

A est dense dans R ssi Vx € R, 3(a,),eN € AN . g, T X
n (o)

5 Extension aux suites complexes

5.1 Généralités

Définition 5.1. Soitu € CNet! € C
On dit que u converge vers I si Ve > 0,IN € N:Vn > N, |u, — 1| < ¢

Proposition 5.2. Soitu € CN et/ € C

Onauy —— 1 < |u,—1| ——0
n—+-00 n—+00

Définition 5.3. Une suite u € CN est bornée si VC € Ry : Vn € N, |u,| < C

Proposition 5.4. Toute suite complexe convergente est bornée.

Définition 5.5. Soit u € CN
On dit que u tend vers l'infini si |u,| —— +o0
n——+0o

5.2 Lien avec le cas réel

Théoréme 5.6. Soitu € CNetl € C
Alors

Reu, — Rel
Uy — | — nteo

n—+oo Imu, — Im!
n—-+oo

Théoréme 5.7 (Bolzano-Weierstrass, cas complexe).

Toute suite complexe bornée posséde une sous-suite convergente.

5.3 Suite géométrique

Théoréme 5.8. Soita € C

Alors (a" converge ssi |a 1 (auquel cas 4" ——— 0) oua = 1 (auquel cas 4" ——— 1
( )HE]N & | | < ( g n— 400 ) ( q n—-+00 )

et (a"),en tend vers l'infini ssi |a| > 1



6 Suites récurrentes

On étudie des suites récurrentes (d’ordre 1), cad des suites u € RN vérifiant Vn € N, u,,, 1 = f(uy), ot
f : I = R est une certaine fonction, que 1’on appelle itératrice

6.1 Itératrice croissante : un exemple

U, =3

Vn S N, Up1 = \/m

On observe que [—2, +c0] est un intervalle stable donc la suite est bien définie.

Etudions la suite (uy),en définie par

1) La suite décroit.
Pour tout n € N notons P(n) : "n,1 < u,”
Initialisation : Ona u; = f(3) <3 = ug
Hérédité : Soit n € N tel que P(n)
Onadonc u, 1 < uy
Par croissance de f, f(u,1+1 < f(un), cad uy+n < 41, d’ott P(n + 1), ce qui clot la récurrence. [

2) u est minorée.
En effet, [—2, 400 est stable donc Vi € IN, u,, € [—2, +o0[ (récurrence immédiate)
D’apres le théoréme de la limite monotone, on peut don trouver ! € R tel que uy, T l
n—+00

Par passage a la limite dans les inégalités larges, I > 2 (cad | € [—2, +o0[)

3) Montrons que ! est nécessairement un point fixe de f, cad f(I) = I.
Ona (upy1)neN = (f(un))nE]N
Par extraction, u,;, ;1 — 1
n—+00
Par continuité de f, f(uy) P f()
Par unicité de la limite, f(I) =1

Puisque 2 est le seul point fixe de f, ona u, —— 2
n—+oo

=1

Variante : Cas de la suite (v, ),en définie par
Vn € N, v,41 = f(vn)

Comme dans (1) :

1)’ La suite v est monotone car f est croissante.
Comme v7 > vy, cette fois v croit.

2)” On doit trouver un intervalle stable plus petit.
Ici, [—2,2] est stable et contient vy donc v est & valeurs dans [—2, 2], donc majorée.

3)’ La suite converge nécessairement vers un point fixe.

vy —— 2
n—+o0



6.2 Itératrice décroissante : un exemple

o . o up =1
Etudions la suite u définie par
Vn €N, tyy1 = 5

7 Yn41 2%u,

Posons f :
Le segment [0, 1] est stable et inclus dans le domaine de f. On en déduit que la suite u est bien définie et a
valeurs dans [0, 1]

1) Les sous-suites (g ke €t (Ugki1)ken SONt monotones, de monotonies opposées.
Up(k+1) = (f o f)(uz)

upkr1y41 = (f 0 f)(uarr1)
Comme f o f croit (par opération), les sous-suites sont monotones.

En effet, Vk € IN;

Comme ug = 1,u; = % etuy = %, ona uy < ug, donc (uy)ken décroit d’ott uz > uq (en appliquant f), ce que
donne (k1 1)keN Croit.
2)Les deux sous-suites sont a valeurs dans [0, 1] donc bornées.
D’apres le théoreme de la limite monotone
Uy — Iy € 0,1]
k—+c0

U1 — I € [0, 1]
k—+o0

30na uyy, = f(uy) (parcontinuité de f)
—— N
k—+o0 ! k—+o0 f(lo)

Donc f(lp) = I; par unicité de la limité.

g2 = fluokyt)

N—— ———
I I

k—+o00 0 k—+o0 f( 1)

Donc f(l1) = Iy par unicité de la limite.
f(f(lo)) =lo
ff) =h

Déterminons les points fixes de f :
Soitx € R\ {2}.Ona:

On obtient alors que

fx)=x = 241—x -
= 1=2x+x
—= (x+1)?%=2
= x=-1+2
Déterminons les points fixes de fo f :
Soit x € R tel que f(f(x)) sont bien définit.
) =x = =
2+ 5
— x+2 —
2x+5
= 2% +4x-1=0
— ®>4+2x—1=0
= x=-1+£2

N



Comme lo,l; € [0,1],onalp =15 =21

Mzk—>\ﬁfl

Donc k—+o0

gk — V2 —1
k—+o0

Ainsi, u, — /2 -1
n—r—+00

6.3 Résumé des résultats utiles

Soit u € RN telle que Vn € N, u, 41 = f(uy) ot f: I - R
x 515§ C [ eststable et ug € S, alors u (est bien définie et) a valeurs dans S.
* Sil'itératrice f est croissante, u est monotone.

*

Si l'itératrice f est décroissante, (uor)keN €t (Uox11)keN SONt monotones, de monotonies opposées.
* Siu converge vers [ et que f est continue (en /), alors f(I) = I.



